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INTRODIJCTION 
Les anneaux absolument plats commutatifs (ou en abr&gC = anneaux a.p.) 
reprksentent une classe importante d’anneaux, ktant I’objet d’ktudes ap- 
profondies de plusieurs points de vue. Nos connaissances de la structure 
de ces anneaux sont pourtant bien prkcaires. C’est la raison pour laquelle 
nous allons essayer, dans le prksent article, de mettre en Cvidence divers 
aspects du problkme relatif g la structure de ces anneaux. 
Soit A un anneau a.p.; il est bien connu que son spectre (voir [2]) est 
un espace topologique &park et totalement discontinu (espace de Book) 
et les anneaux locaux associks sont des corps. 
I1 sembleratit done a premikre vue, qu’un anneau a.p. est bien dktermini: 
par un espace de Boole et une famille de corps. 
Cet article se propose d’essayer d’Clucider cette question, c’est-g-dire 
d’apprkcier en quelle mesure un anneau a.p. est dCterminC par son spectre 
et par les cwps rksiduels assock. x cet effet nous avons introduit dans la 
3kme section la notion de systkme de corps, qui, selon notre opinion, est 
susceptible de contribuer 2 clarifier la structure des anneaux a.p. La notion 
de K-anneau qui a ktk introduite, ne se distingue que de manikre form& 
du concept courant d’un nnneau a.p. Le ThCorkme 3.4 exprime les conditions 
nkcessaircs et suffisantes pour I’existence des K-anneaux dans un systkmc 
de corps dktermink. 
La notion d’extension d’un corps est g&nCralisCe dans le cas des anneaus 
a.p. dans lc cadre de la Section 4. C’est 12 kgalement qui nous avons introduit 
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la notion d’idCa1 local maximal qui gCnCralise le concept de polyndme 
irrkductible sur un corps et on donne la dkmonstration du ThCorkme 4.7 
analogue au rCsultat gCnCralement connu sur l’adjonction & un corps d’une 
racine g un polynbme irrkductible. 
On trouvera dans la S&me section quelques rCsultats partiels relatifs au 
problkme fondamental, c’est-g-dire en quelle mesure le spectre et les corps 
rCsiduels d’un anneau peuvent dCterminer l’anneau. Ainsi, I’Exemple 5.3 
indique qu’il existe des anneaux a.p. non-isomorphes qui posskdent 
canoniquement le m&me spectre et les m@mes corps rCsiduels. 
1. NOTATIONS ET CONSIDERATIONS GBNBRALES 
Tous les anneaux consid&& dans ce travail sont commutatifs et unitaires. 
Si A est un anneau, notons par 1 ou parfois par 1 A 1’ClCment unit6 ou identitC 
de A. De mCme, 0 ou 0, sera I’ClCment nul de A. Tous les morphismes 
des anneaux sont unitaires. ParticuliCrement les sous-anneaux ont le mCme 
ClCment unit6 que l’anneau entier. 
Un anneau A est absolument plut (par abrkviation on emploiera la notation 
anneau u.p.) si pour chaque x E A il existe un ClCment x’ de A tel que 
XX’X = X. I1 existe alors un ClCment x*, uniquement defini, tel que .XX*X x 
et x*xX* :_ x*. L’elCment .x* sera nommC Z’inzwrse ponctuel de x (voir [4]). 
TH~OR~ME I. 1 (Kaplansky [3]). Lrn anneuu A est ubsolument si, et seulement 
si il n’u pus d’e’le’ments nilpotents et chuque id&l premier de A est maximal. 
Soient A un anneau a.p. et {m,Jiel l’ensemble des ses idCaux maximaux. 
Pour chaque i ~1 notons ki = A/in, et par pi: A - ki le morphisme 
canonique. Pour chaque x E A notons p(x) = xi . Le corps ki coincide 
avec l’anneau local de A relativement 2 mi . L’ClCment xi = P(X) sera nommC 
parfois la restriction de x duns i. 
Notons par 
P: A - 5 ki (‘1 
le morphisme produit des morphismes {p,), . J?videmment p est un mono- 
morphisme d’anneaux (c’est-&dire l’application p est injective) et pour 
chaque x E A on a: 
P(x) = G%)i 
A sera toujours considCrC comme un sous-anneau de &, ki , & l’aide de 
l’application p. 
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Pour chaque partie J de I notons par E~ I’Clkment de IJ,e1 ki dkfini par: 
I?videmment tJ est un idempotent de nit1 ki et tout idempotent de cet 
anneau est de cette forme. Si x E il, alors l’&lCment XX* est un idempotent 
de .12, not& par e(x) et qui s’appelle l’idempotent associe’ ir x. 11 est clair que x 
et X” ont le m&me idempotent associi: et e(x) = l J oti J est le sous-ensemble 
de I form6 par tous les Clkments i, tels que si $ 0. Cet ensemble sera nommC 
le support de T et sera noti. par sup(~). 
2. QUEI.QI:ES OBSERVATIONS SUR rxs ANNEAUX ABSOLUMENT PLATS 
Probablement une partie des rksultats que nous exposerons dans cctte 
section sont connus. Cependant nous les dkmontrerons pour avoir une 
rkfkrence pour les autres sections de ce travail ainsi que pour ceux qui 
suivront 
Nous fixerons un anneau a.p. L1 ct soit {lni]isl l’ensemble de ses idCaux 
maximaux. Notons par B(i3) 1 ‘ensemble de tous les ClCments idempotents 
de A. Alors B(A) a, de faGon canonique, une structure d’algkbre de Boole 
dont les opkrations d’intersection et &union sont dCfinies comme suit: 
e”f = ef; e V f  mm- e + f  - ef, e,f E B(A). 
Si e E B(A), son complkment e’ est dCfini par: 
e’ = 1 ~- e. 
Soient a un id&al de ‘3 et T(U) -~= a n B(A); &videmment ~(a) est un 
idCal de l’algkbre B(A). 
LEMME 2. I. (i) Si CI est un idial propre de A, alors r(a) est un id&al propre 
de l?(A). 
(ii) Si 0, n’ sont des idt!aux de A tels que ~1 C a’, alors T(a) C T(a’). 
La dkmonstration est Cvidente. 
Si b est un idCal de B(A), notons par v(b) l’idCa1 de A engendrk par la 
partie b de .4. 
LEMME 2.2. (i) Si b est un idial propre de B(A), alors v(b) est un idkal 
pvopre de ‘4. 
(ii) Si b, b’ sont des idehux de B(A) tels que b Lb’, alors v(b) L v(b’). 
Preuze. (i) Soit IJ un id&al de B(A) tel que v(b) = A. Alors 1 = Cy!, ake,< , 
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a,. E A, e,. E b, k = I,..., IZ. Pour chaque k tel que I < k :< n, notons par 
Jk le sow-ensemble de I tel que e, = eJ, et soit J = uycl Jk . Alors eJ == 
WI:=, e,: E b. Si I’ensemble I - J n’est pas vide et i E I - J alors i $ Jk pour 
I ; k < n, done e,(i) = am, = 0. Mais alors 1 K = Cz=, al,.(i) eJi) L= 0, , 
contradiction. Par conskquent, J = I, et 1 E b. L’assertion (ii) est Cvidentk. 
LEMME 2.3. (i) S’z’ a est un id&l de A, alors w(a) C 0. 
(ii) Si b est un id&l de B(A) alors b C w(b). 
La dCmonstration est Cvidente. 
PROPOSITION 2.4. (i) Si 11 est un id&l muximul de B(A) ulors V(U) est 
un id&l maximal de A et n =: TV(N). 
(ii) Si m est un id&l maximal de A, ulors r(m) est un idtfal maximal 
de B(A) et iit = w(m). 
Preuve. (i) En utilisant successivement les Lemmas 2(i), l(i), et 3(ii) 
il r&&era que It C w(n) et que TV(n) est un idCal propre de B(A), done 
nCcessairement n = w(n). 
Maintenant nous montrerons que v(n) est maximal dans A. Pour cela, 
soit a un idCal propre de A, tel que v(n) C a. ConformCment au Lemme 1, 
on aura: n = w(n) C ~(a), et T(a) est un id&al propre de B(A); done 
11 = T(a). Pour chaque x E a on a: xx* E a n B(A) = T(a) = n 2 v(n), 
done x =- X.X*X E v(n); il en rCsulte que v(n) = a, c’est-a-dire que v(n) est 
un id&al maximal de A. 
(ii) 11 sera suffisant de montrer que T(m) est un id&al premier. Selon 
le Lemme 1.1(i) T(m) est un idCal propre; si e,fe B(A) sont tels que 
efE T(m) C 111, alors e E nt ou f~ m, done e E m n B(A) = T(m) ou f~ m n 
B(A) = I. ConformCment au (i) il r&ulte que T(m) est un idCal maximal 
de A et Cvidemment 7(m) = wt. 
Comme d’habitude (voir [2]) notons par Spec(A) I’espace de tous les 
idCaux premiers de A muni de la topologie de Zariski. De m&me par 
Spec(B(A)) notons l’espace de tous les idCaux maximaux de B(A) muni 
de la topologie de Stone (voir [7]). D’ a p r&z la Proposition 1.4 on a dCfini des 
applications T: Spec(A) - Spec(B(A)) et v: Spec(B(A)) - Spec(A), oh 7 
est une bijection et v  l’inverse de 7. Relativement a ces applications, on 
obtient le rCsultat suivant: 
THBOR~ME 2.5. Soit A un unneau a.p. Alors, les applications 
Spec(A) 2 Spec(B(A)) 
” 
sont des homtfomoyphismes, l’un e’tunt l’inveyse de l’uutye. 
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Pveuae. Pour x E =3, et e E B(A) notons 
D(x) == (111 E Spec(A) / x $ in} 
D’(e) = {It E Spec(B(A)) ! e fj it). 
11 est bien connu que les sous-ensembles (D(.x)}~~~ , respectivement 
P’MLe(n) donnent une base des ouverts pour la topologie de Spec(A), 
(respectivement de Spec(B(d)). U I ous laissons au soin du lecteur de prouver 
que V-l(D(x)) = D’(xx*) et T-l(D’(e)) _= o(e). 
OBSERVATION 2.6 (Yoir [2], p. 173, Exercice 16,d). Soient il un anneau 
et r son radical premier. Alors A/r est un anneau a.p. si, et seulement si 
Spec(A) est un espace topologique &pare. Dans ces conditions Spec(A) 
est Cgalement un espace topologique compact et totalement discontinu. 
Soit I un espace de Boole, c’est-h-dire un espace topologique compact, 
&pare et totalement discontinu; on notera par B(I) I’algebre de Boole de 
toutes les parties de I qui sont simultanement ouvertes et fermees (voir [7]). 
THBOR~ME 2.7. Soit A un anneau a.p. iZlors l’application e fw D(e) 
dt@.it un isomorphisme des algbbres de Boole q~: B(A) 4 B(Spec(A)). 
La preuve resulte du Theo&me 1.5 et du theoreme de representation 
de Stone (voir [7]). 
COROLLAIRE 2.8. Soient A et A’ deux anneaux a.p. Les espaces topologiques 
Spec(A) et Spec(A’) sont homt!omorphes si, et seulement si les alg.Gbres de Boole 
B(A) et B(A’) sont isomorphes. 
COROLLAIRE 2.9. Cyn anneau a.p. A est semi-artinien (voir [5]) si, et 
seulement si l’anneau de Boole associe’ & l’algtbre de Boole B(A) est semi- 
artinien. 
Preuae. D’apres [5], A est semi-artinien si, et seulement si l’espace 
topologique Spec(A) a la dimension isolee definie. Pour finir on appliquera 
le Corollaire 1.8. 
3. SYSTBMES DE CORPS 
Par systeme de corps on entend un couple (I, {kijiGr) O~I I est un espacc 
de Boole (espace topologique compact, &pare et totalement discontinu) 
et {ki}i,l une famille de corps indexes par l’ensemble I. 
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Soient K = (I, {RJipl) un systeme de corps et ri: fliel ki ---f ki la projection 
canonique. Pour chaque x E JJel Kj , notons xi = .x(i) = ni(x). 
TH~ORBME 3.1. Soient K = (I, (k,}) un systt?me de corps et A un sous- 
anneau a.p. de niel ki . Les assertions suivantes sont iquivalentes: 
(1) L’application i -. ker 7~~ CT A est un homt?omorphisme I + Spec(A). 
(2) B(A) = G.l I JE W)f. 
Preuee. (I) = (2) D’apres le Theo&me 1.5 l’application e - o(e) est 
un isomorphisme des algebres de Boole B(A) + B(Spec A). Pour chaque 
e E B(4) notons D,(e) = (i E I ) e(i) = 1). En identifiant les espaces topo- 
logiques I et Spec(A) par I’homeomorphisme i - ker n1 n A, on a D,(e) := 
o(e) E B(I). Done, si on met J = o,(e), on a JE B(I) et e = Ed. Reciproque- 
ment, si J E B(I), il y  aura e E B(A) tel que Q(e) = J et necesairement 
e = EJ E B(iZ). 
(2) * (1) De la theorie de la dualite pour les algebres de Boole (voir [7]) 
on sait que I’application ol: I + Spec(B(I)), definie par: a(i) = {/E B(I) 1 i E J} 
est un homeomorphisme. Par hypothese on a un isomorphisme des algebres 
de Boole E: B(I) - B(A), defini par: e(J) -= cJ, J E B(I). Mais alors on a: 
c(a(i)) = {Ed I JE a(i)> = {e E B(A) / e(i) = 1) et l induit Cvidemment un 
homeomorphisme Spec(B(1)) - Spec(B(A)) qui sera note aussi par E. 
Finalement il y  a I’homeomorphisme v: Spec(B(A)) + Spec(A) defini dans le 
Theo&me 2.4 et evidemment +i) = (x E A 1 x(i) = 0} --= ker ni n A. 
Done I’application i -+ ker vi n A coi’ncide avec la composition des homeo- 
morphismes OL, E, V, et est done un homeomorphisme. 
Soit K = (I, {ki}<) un systeme de corps. Un sous-anneau a.p. A de 
&, ki sera nomme un K-anneau s’il verifie une des assertions equivalentes 
du Theoreme 3.1. Le K-anneau A sera dit complet si pour chaque i E I, 
la projection canonique rTTi: nielkf + k, definit un isomorphisme de 
Alker z-; n -4 sur ki . 
EXEMPLE 3.2. Soit r3 un anneau a.p. Alors I’application (1) definit A 
comme un K-anneau complet oh K = (Spec(A), (ki}!) et ou l+ = A/nri , 
ini E Spec(A). 
EXEMPLE 3.3. Soient I un espace de Boole et k un corps quelconque. 
On considere le systeme de corps K = (I, {kifi) ou ki = k pour chaque 
i E I. Soit A I’anneau des fonctions continues definies sur l’espace topologique 
I a valeurs dans k (consider6 avec la topologie discrete). Alors A est un 
K-anneau complet. En effet, pour chaque x E k et chaque fe A, f-‘(x) 
est un sous-ensemble ouvertferme de I. Evidemment i2 est un anneau 
absolument plat et I’application f - f-l(I) est une bijection entre les en- 
370 POPESCU .4ND VRAClU 
sembles B(A) et B(1). 11 est facile de voir que cette bijection est un morph&me 
d’algebres de Boole. Alors, par le ThCoreme 3.1 on voit que .d est un K-anneau 
complet. 
Generalement si K = (1, (ki)!) es un y&me de corps, nous ne savons t 
pas s’il existe un K-anneau. Le resultat suivant donne les conditions neces- 
saires et suffisantes pour l’existence d’un K-anneau. 
Si k est un corps, par car(k) notons la caracteristiquc de k (voir [I]). 
THBORBME 3.4. Soit K ~= (I, {kiji) un s&me de corps. Pour chaque 
nombre premier p, notons c(p) = {it I 1 car(k,) = pj. Les assertions suivantes 
sont iquivalentes: 
(1) I1 existe au moins un K-anneau. 
(2) Pour chaque nombre premier p, c(p) E B(I). 
Preuz,e. (I) 3 (2) Soient ,A un K-anneau, p Y 0 un nombre premier et 
?L' =p. 1 -z 1 -+ .,. +- 1 EA. 
-- 
p.foin 
Alors c(p) -:= (i E I 1 x(i) = 0) q : {i E I i it D(x)j. Mais on a: Z)(X) : 
D(xx*) E B(Z). 
(2) 2 (1). Soient Z l’anneau des entiers, y: Z - nIitl k, I’ unique 
morphisme d’anneaux, et K(Z) le plus petit sous-anneau a.p. de fli k; 
contenant l’image de y  (on voit que l’intersection d’une famille de sous- 
anneaux a.p. d’un anneau a.p. est aussi un anneau a.p.). 
Notons E -= {cX 1 X E B(I)} et soit A le plus petit sous-anneau de nj k, 
contenant K(Z) et E. Pour chaque a E JJj ki notons X(a) = {i ~11 aj = 0). 
Vu que pour e, f E E on a ef E E, il resulte que chaque Clement a E A est 
represente sous la forme 
lli 
a = 2 nie, , m ._ I, ni E K(Z), ei t E, 1 i -x m. (2) 
Soit Xi =-- X(e<), 1 C i . m et IV(m) : ((iI ,..., i,.) EN“ I ,.< Y . m tels 
que I :. i, < it < ... < i, b3 m}. (N est l’ensemble des nombres naturels). 
Pour 01 = (il ,. .., i,) E N’, notons 
I,, 
Jo = n c(x.i) 
i=l 
Oil 
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On note aussi: 
fm = l J, et m, = C njl. 
L=l 
Evidemment on a Jo E B(I) done fa E E. Si oi, /3 E N(m), 01 # p, on a 
JR n jls =- n; done fefD = 0 et finalement 
Nous avons done montre que dans (2) on peut supposer que e,ej = 0 
pour 1 <i<j<m 
Mais alors on a: a* -:: CyL, n,*e, done a* E A, parce que n,* E K(Z). 
Par consequent A est un sous-anneau absolument plat de ni kj . 
Relativement au support de a, il est facile de voir que: 
X(a) =- sup(a) = C (sup(n,) fJ Xi). 
i-1 
(3) 
Notre but est maintenant de prouver que A est un K-anneau, et pour 
cela il sera suffisant de montrer que pour chaque a E A, on a X(a) E B(I). 
Mais la relation (3) montre qu’il sera suffisant d’indiquer que X(a) E B(I) 
pour chaque a E K(Z). 
Soit done a E K(Z). Si a = y(n), n E Z, soit p, ,...,p,. , tous les facteurs 
premiers de n. Alors 
Wa) = U Ct Pi) 
i=l 
et par hypothese, 
X(a) E B(I). 
Generalement un Clement a 6 K(Z) se met sous la forme: 
Pour montrer que X(a) E B(I) nous utiliserons une induction sur Y. Pour 
r = 1, on a: X(a) = X(m,) u X(ni) E B(1). Si Y > 1, pour chaque I K 
i :G Y, notons ai = a - npz,* et supposons que X(ai) E B(1). De m&me, 
on note n =- CI=, nimi’, ou ~2~’ = m, .‘. mi_lmikl ... m, . 11 est clair que 
m;‘, )z E cp(Z). Finalement on a: 
al*(a) = (rj X(w) n X(q)) u (X(n) n ((j (I - X(m,),) E B(I) 
i=l i=l 
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COROLLAIRE 3.5. Soit K == (I, [kIIL) un syst&ne de corps tel yue tous les 
corps k, aient une mCme caractdristique. II Y a alors un K-anneau. 
~OROLLAIRE 3.6. Soit K(I, {kJi) url systkme de corps tel qu’il J’ ait des 
IC-anneaum. rllors: 
(a) Toute intersection de K-anneaux est aussi un A’-anneau. 
(b) I1 ~1 a un plus petit A’-anneau, note’ i-1(R). Pour chaque i E I, le 
corps 14(k’),‘(A(K) n ker 7~~) est canoniquement isomorphe aver le covps premier 
dek,. 
Preucc. (a) Evidemment tout K-anneau contient tous les elements cX , 
x E B(I). 
(b) On voit aisement que .4(K) est le K-anneau 9 construit lors de 
la demonstration du Theo&me 3.4. Une partie des details est 1aissCe aux 
soins des lecteurs. 
On peut, naturellement, considerer la question suivantc: 
Si K (I, {kf}J est un systeme de corps tel que les conditions du 
Theo&me 3.4 sont verifiees, y  a-t-i1 un K-anneau complet ? 
Selon 1’Exemple 3.3 si tous les corps ki sont isomorphes avec le meme 
corps k, il existe alors un K-anneau complet. L’exemple suivant montre 
qu’en general, cela n’cst pas possible. 
I~EMPLE 3.7. Notons par I l’espace de Boole defini de la facon suivante: 
l’ensemble sous-jacent de I est l’ensemble N =: [O, I, 2,...] des nombres 
naturels. Pour chaque n # 0 le point n de I est isole et les voisinages de 0 
sont les parties de I qui contiennent 0 et dont le complementaire est fini. 
Pour chaque II E N, 17 -/ 0, notons par k,, le corps avecp.,, elements, ou p, est 
le n&me nombre premier. De m&ne, on definit k,, Q(i) -:: Q[X]!(XY3 - 1) 
ou Q est It: corps des nombres rationels. De telle sorte on definit un systeme 
K (I, (kiJ,) de corps dont on voit facilement que les conditions du 
ThCoreme 3.4 sont realisees. 
Raisonnant par l’absurde, supposons que 4 soit un K-anneau complet. 
I1 y  a alors un Clement a ~~ (a,), de .4 tel que a, ~~ i. Mais alors, il faut 
que l’&ment a2 + 1 ait tous ses composants nuls sauf un nombre fini. 
D’autre part, il est bien connu (voir [6]) q ue ‘ensemble des nombres premiers 1 
p tels que X2 + 1 est un polynome irreductible de Z,[X], est infini. 
Maintenant nous donnerons quelques resultats qui seront utilises plus 
loin, mais qui presentcnt un inter&t en soi. 
Sent K mm (I, [k,),) un systeme de corps et A un K-anneau. KOUS 
awns vu dans le Theo&me 3.1, (2) que l’algebre de Boole B(A) des idempo- 
tents de -4 est canoniquement identifit-e avec l’algebre de Boole B(I) en 
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identifiant chaque Clement e E B(A) avec son support. Yotons par 1, I’en- 
semble de tous les points isoles de I. On a le resultat suivant. 
L~ww 3.8. Soit e E B(A). Alors e est un atome de B(A) si, et seulement si 
il existe un element i E I,, tel que e = c(i) , c’est-a-dire que le support de e 
est {i}. 
Preuve. Bvidemment si e : ~~~~ , i EIa , alors e est un atome de B(A). 
Inversement, on suppose que e E B(A) est un atome, et soit x E Ae, x + 0. 
Si x = ae, a E A, alors XX* = aa*e = e, parce que e est un atome de B(A). 
Done e E Ax et alors Ae = Ax, c’est-a-dire Ae est un ideal minimal de A. 
Mais alors A(1 - e) est un ideal maximal, et d’apres le Theo&me 3.1 il y  a 
un Clement i ~1, ainsi que sup( 1 - e) = I - (i}. Done sup(e) m= {i}, et 
necessairement i E I,, . 
THJ?OR$ME 3.9. Soient K =: (I, {ki}f) un systeme de corps, A un k’-anneau, 
I,, l’ensemble des points isoles de I et A’ = niE1, ki . On suppose que B(A) 
est une algtbre de Boole atomique et complete. Alors: 
( 1) Le morphisme compose’: 
T: A -‘L n ki -% fl kj = A’ 
&I m,, 
ozi u est l’inclusion canonique et p la projection aussi canonique, est un mono- 
morphisme. 
(2) y  induit un isomorphisme B(A) --+ B(A’). 
Preuve. Soit x E A t 1 e que q(x) = 0 et soit e = xx* E B(A). Si x + 0 
alors e # 0 et alors il existe un atome e’ E B(A), ainsi que e’ :< e. D’apres 
le Lemme 2.8, e’ = l fi) , i EI,, et q(e’) # 0. Mais on a: v(e’) .< y(e) = 
v(x) y(x*) = 0; une contradiction. Done F est necessairement injective. 
(2) Notons par P(I,) l’algebre de Boole de toutes les parties de I,. 
l?videmment il y  a un isomorphisme canonique B(A’) -+ P(I,J et par cet 
isomorphisme les elements de B(A’) sont identifies avec les elements 
correspondents de P(I,J. Soit e’ E B(A’); pour chaque i E e’ CI” , il y  a 
un atome ei -:= eti) de B(A). Soit e = supiEp(ei) E B(4). Alors g)(e) = 
{i ~lJe(~) # 0). Si j ~1~ . Alors e(j) f  0 si, et seulement si ej = E{~) <I e 
dans I’algebre B(A). Si j $ e’ alors e,ei = 0, pour chaque iE e’ et alors 
e,e = supiEo(ejeJ = 0. Done e(j) = 0, j $ p)(e). Par consequent v(e) ,( e’. 
Reciproquement si j E e’, on a ej < supi&ei) = e, done e(j) # 0, j E q(e). 
Ainsi y(e) = e’. Done v  induit une surjection B(A) + B(A’) et d’apres (1) 
on voit que c’est un isomorphisme de B(A) sur B(A’). 
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OBSERVATION 3.10. Dans les hypothkses du ThCor&me 3.9, q n’est pas 
gknfkalement une surjection m&me si A est un R-anneau complet. Par 
exemple, prcnons 12, Q (le corps des nombres rationnels) pour tout 
ill, et 11 est dkfini comme dans 1’Exemple 3.3. Alors, gCnCralement les 
corps rkiduels de l’anneau A’ = ni, ki ne sont pas tous Cgaux j Q, 
tandis que ,4 est un K-anneau complet dont les corps rksiduels sont ttgaux 
B Q. 
4. EXTENSIONS DES ANNEAUX ABSOLUMENT PLATS 
Soit il un anneau a.p. Par extension de A on entendra un couple (f, A’) 
oh A’ est un anneau a.p. et f :  A --z /I’ un morphisme d’anneaux tel que 
l’application canonique (voir [2]): 
est bijective. 
*f: Spec(il’) --• Spec(A) 
OBSERVATIONS 4.1. Si f: A - A’ est une extension de il, alors f  est 
un monomorphisme des anneaux. En effet, si x E A est tel que f(x) == 0, 
alorsfm ‘(II(x)) ;i r: , done x = 0. Par conskquent dans le reste de ce travail, 
par extension de .4 nous comprenons un suranneau A’ de A tel que l’inclusion 
canonique &4 C A’ d&nit une bijection de Spec(A’) sur Spec(A); il est 
Cquivalent de dire que, pour chaque idCal maxima1 m de A, il y  a un unique 
ideal maximal 111’ de A’ tel que ITI’ n A =m- lit. 
4.2. Si A C A’ est une extension d’anneaux a.p. alors l’application 
canonique Spec(A’) + Spec(A) est en fait un homkomorphisme: en effet 
cette application est une bijection continue et les deux espaces sont compacts 
et &par&. 
Soit A i il’ une extension d’anneaux a.p., (mi}is, I’ensemble des idkaux 
maximaus de A, et (III~‘}~~~ l’ensemble de idCaux maximaux de A’ (on a 
lni n A = 111~ pour chaque i E I). Alors, pour tout i E I on a le diagramme 
commutatif suivant, canoniquement d&i: 
.4 -----f A’ 
I I 
4 4 
Ajnt,A = ki -- kf’ = A’/nt, 
La notion d’extension entit?re des anneaux sera utiliske selon [2]. 
TH~OR~ME 4.3. Soit A C il’ une extension d’anneaux a.p. Les assertions 
suivantes sont bquiz~alentes: 
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( I ) -4’ est une extension entit%e de A. 
(2) Pour clzaque nti E Spec(A), le corps k,’ = A’htj’ est une extension 
algtfbrique de ki ;= A/in, . 
Prewe. L’implication (I) => (2) resulte de la definition du diagrammc (4). 
(2) 3 (I). Soit x E A’, tel que x ne soit pas entier sur A. 
IVotoizs. S = {x” + alxnmL + ... -t a,...,x + a,), n CTz I, a, ,..., a, E A. 
1-u que .Y n’est pas entier sur A, S est un systeme multiplicatif d’elements 
de A’ et 0 $ S’. Mais alors il y  a un ideal maximal nti’ de A’, tel que 
mi n S = ti. 11 est clair que .vzi , l’image de x dans kj’ est un Clement 
algebrique sur ki et par consequent il existe des elements a, ,..., a, 5 -4, 
tels que: 
xin + (aJix~-’ f  ... + (an)? = 0 
RIais cela est une contradiction. Done .4’ est une extension entiere de A. 
Une extension A C A’ d’anneaux a.p. comme dans le Theo&me 4.3 
s’appelera extension algt!brique de l’anneau a.p. 
COROLLAIRE 4.4. Soit A C A’ une extension d’anneaux a.p. tels que le 
-4-module A’ soit de type fini. Alors A’ est une extension algibrique de A. 
Preuve. En effet, dans ce cas, pour chaque mi E Spec(A), le corps k+’ 
sera une extension finie de ki , done algebrique. 
OBSERVATION 4.5. 11 est clair que chaque corps est un anneau a.p. 
dont le spectre contient exactement un Clement et les notions d’extension 
(resp. d’extension algebrique) des anneaux a.p. contiennent comme cas 
particulier la notion d’extension (resp. d’extension algebrique) des corps. 
Nous introduirons maintenant une notion qui generalise la notion d’ideal 
maximal de l’anneau k[X], oh k est un corps. 
Soient A un anneau a.p. et A[X] 1 ‘anneau des polynomes sur A. Pour 
chaque mi E Spec(A) on a le diagramme cocartesien suivant d’anneaux, 
canoniquement dr’fini: 
A ----f A[X] 
1 -1 
ki -- kJX] 
Si a est un ideal de A[X], par ai nous noterons I’idCal a @A kj[X]. Si 
f .= a,, t- a,X + ... + a,Xn est un Clement de a, alors son image dans a, 
sera fi = (a& + (a,),X + f.. + (u7JiXn et s’appelera la restriction de f  
dans i. 
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On dit que I’idCal a de A[X] est localemerzt maxima2 si pour tout mi E 
Spec(A), l’idkal aj est un idkal maximal de k,[X]. 
Le r&&at suivant scra utile ult&ieurement. 
LEMME 4.6. Soient .4 ml anneau a.p. et {Uj)lGicr une jamille d’&+tzenfs 
de B(Spec(A)) telle que u:_, U, = Spec(A). Alors pour 1 << j < r on peut 
tvower des &ments Vj C Uj , tels que (Ji= 1 C’, = Spec(A) et V, n I/?,, = ‘I 
si j f  j’. De plus on a: ~~=, tl. 7. 1. I 
La dkmonstration pro&de par induction sur Y et est 1aissCc au soin du 
lecteur. 
THiORkME 4.7. Soit A un anneau a.p. et (7 un id&al localement maximal 
de A[X]. Alors l’anneau A’ = A[X]/n est une extension de A. 
Preuce. Kous diviserons la dkmonstration dans plusieurs Ctapes: 
(a) L’anneau A’ n’a pas d’klkments nilpotents non-nuls. 
En effet soit f~ A[X] tel que f” E 0. Alors pour tout HI, E Spec(A) on a: 
fi2 E ai , done fi E ai parce que n, est maximal par hypothkse. Notons par 
p’“) un Clkment de (I, tel que pii’ soit un gtnCrateur de 1’idCal a7, Alors il y  a 
un Ilkment gti) de A[X] tel que fi pji’gii’. Mais il est clair qu’il existe 
un Gment C’; de B(Spec(A)) tei que in Ui et: 
eoj z ei pci)gli) Oil e, = tui. 
Vu que l’espace Spec(A) est compact, il y  a des Gments n~,~ ,..., M,~ de 
Spec(A) tels que les klkments { Uij)lg:jG,. d onnent un recouvrement de Spec(A). 
ConformCment au Lemme 3.6 OR peut supposer que Ui, n Gil, = o si 
j #j’ et alors xl_1 ej =--. I oti ej = Ed,, . Done on a: 
(b) Chaquc id&al premier de A’ est maximal 
Soit nt, E Spec(-4); notons m,(X) l’idCa1 de A[X] engendrk par m, . I1 
est clair que ini est un ideal premier de A[X] et tout idCal premier m 
de A[X] qui contient strictement m,(X) sera maximal. Done pour montrer 
que tout idkal premier de A’ est maximal, il sera suffisant d’observer que 
a + m,(X) f~ m,(X), vu que oi f  0. 
Jusqu’g prCsent selon (a) et (b) on voit que A’ est un anneau a.p. (voir 
Thkorkme 0.1). 
Cc) nn.4~ 0. 
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En effet si a E a n A, alors ai E ai pour tout 111, E Spec(A). Mais cela 
sera possible si, et seulement si a = 0. 
(d) A’ est une extension de ,12. 
D’abord nous montrons que pour tout idCal maximal mi de A il y  a au 
moins un idCal maximal nt de A’ tel que nt n A = mi. En effet on voit 
que m,(X) + a # A[X] (autrement 1 E m,(X) + ai , done 1 i E a, , une 
impossibilitk selon I’hypothkse). II y  a done un idCal maximal nt’ de A[X] 
tel que m,(X) + a C m’. Alors m = m’/a est tel que nt n A = mi . 
Finalement, soit m, , m, deux idkaux maximaux de il’ tels que m1 n A .= 
m2 n A m= mi . On considkre le diagramme commutatif suivant: 
A -4 A[X] d+ A’ --‘--A A’/ln, 
dans lequel les morphismes p, t, p, , p, et pi sont dkfinis de faGon canonique. 
11 est clair qu’il existe des morphismes canoniques k, ---f A’hrj , j = 1, 2, 
de sorte que les diagrammes: 
A - A[X] 
1 1 fJ,P j- I,2 
15~ - A’/luj 
soient commutatifs. Done d’aprks la cocartksianitk du carrC (I) on dkfinit 
des morphismes hj: k,[X] -+ A’/lnj , j = 1,2. Alors pour chaque f  E a on a: 
hi(f) = pip(f) = 0. Done il existe des morphismes tj: ki[X]/aj ---f .4’/+ , 
j == 1, 2, tels que tjtp = pj p. Mais alors tjt = pj , j := 1, 2. 1’~ que t, , t, 
sont des isomorphismes, on voit que t,tilpz -= p, , done m1 = me . 
COROLLAIRE 4.8. Soient A un anneau a.p. et a un idial localement maximal 
de A[X]. Alors A[X]/a est une extension algkbrique de A. 
La preuve r&&era des ThCorkmes 4.3 et 4.7, vu que Rj[X]/ai est une 
extension algkbrique de ki , pour tout mi E Spec(il). 
Le r&hat suivant est en quelque sorte rkciproque au Corollaire 4.8 
et au Thkorkme 4.7. 
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PROPOSITION 4.9. Soient iI un anneau a.p. et a un id&al de A[X] tels 
que A[X]/a est canoniquement une extension de A. Alors a est un idhal localement 
maximal de A[S]. 
Preuee. L’hypothese cst que la composition des morphismes canoniqucs 
24 -+ A[X] - A[X]/n 
definit A[X]/a comme une extension de -4. Nous voulons montrer que 
dans ce cas, cr est un ideal localement maximal. Pour cela, soit nt un ideal 
maximal de /l. On considere le diagramme commutatif: 
.4 --+ -4[X] -- A[X]:a 
(5) 
kj -+ k,[X] -- /zJX], a, 
construit de facon canonique. Vu que f  est une surjection, on deduit que 
h,[X]/a, est un anneau a.p. Par consequent, si e est un Clement idempotent 
de kJX]/a, alors il y  a un Clement idempotent x de A[X]ja, tel quc.f(x) : 1 e. 
Mais -4[X]/a est une extension de A et alors ?c E A. Done, de la commutativite 
du diagramme (5) on voit que e 0, or e --~ I, done &[X]/a est un corps. 
En conclusion a, est un ideal maximal de kJX] pour chaque mi G Spec(A), 
et a est un ideal localement maxima1 de A4[X]. 
PROPOSITION 4.10. Soient A’ une extension de A, a’ E A’ un Lle’ment 
entier. SW -4 et u: A[X] --f A’ l’unique morphisme d’anneaux de’Jini pal 
u(X) a’. Alors l’idkal ker u est localement maximal. En particulier A[a’], 
le plus petit sous-anneau de A’ engendre’ par A et a’, est une extension de .4. 
Preuve. \‘u que a’ est algebrique sur A, alors pour chaque mi E Spec(A) 
on voit que ai’ est algebrique sur k, Done, si nous notons ui: QX] -+ ki’ 
le morphisme d’anneaux defini par ui(X) == ai, on voit que ker ui est un 
ideal maximal. 
On consider-e le diagramme commutatif: 
A[X] “- A’ 
I 1 
k,[X] “1, ki’ 
defini de facon canonique. D’ici on tire que (ker u)* C ker ui Inversement, 
soit f~ ker ui . Alors f(u<‘) -= 0. Soit de m&me g un polyname de /I[X] 
tel que g, : f .  1-u que gi(ai’) 0, ‘1 I existe un Clement U de B(Spec(A)) 
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tel que i E U, et (cng)(a’) = 0. M ais alors EUg E ker u et Cvidemment 
(EUg)i =: g, = j En conclusion (ker u)~ : ker ui , c’est-a-dire ker u est un 
ideal localement maximal. Pour finir, on utilise le Theo&me 4.7. 
COROLLAIRE 4.1 I. Soient K = (I, {ki}J un systkme de corps, A un K- 
anneau, a = (a& un element de Hi ki et u: A[X] + ni ki l’unique morphisme 
d’anneaux de’ni par u(X) = a. Les assertions suivantes sont Pquivalentes: 
(1) ker u est un ideal localement maximal. 
(2) L’anneau A[u], le plus petit sous-anneau de ni ki contenant A et a, 
est une extension de A. 
La preuve resulte du Theo&me 4.7 et de la Proposition 4.9. 
5. SUR L'UNICITB DES K-ANNEAUX 
Dans cette section nous considererons la question suivante: Soient A 
et r-2’ deux K-anneaux complets. Dans quelles conditions A sera-t-i1 iso- 
morphe avec A’? 
Nous voulons montrer qu’il y  a des K-anneaux complets et nonisomorphes. 
Au debut, nous donnerons quelques resultats qui presentent un inter&t 
en eux-memes. 
PROPOSITION 5.1. Soient K = (I, {kJi) un systeme des corps tels que il 
y  a un K-anneau et soit P = A(K) le plus petit K-anneau (voir le Corollaire 
3.6(b)). Soient A, A’ deux K-anneaux et 9: A + A’ un morphisme d’anneaux. 
Pour chaque i E I, notons par nti (respectivement 111,‘) l’ideal maximal de iz 
(respectivement de A’) associe ci i E I (voir Theoreme 3.1(l)). Les assertions 
suivantes sont equivalentes: 
(1) Pour chaque i E I on a: ~~‘(rnf’) = mi ; 
(2) Pour chaque e E B(A) on a: v(e) = e; 
(3) POUY chaque x E P, on a: p(x) = x. 
Preuve. (1) => (2) Soit e f  B(A). Alors g)(e) = e’ E B(A’). Vu que A 
et A’ sont des K-anneaux, on a e = cJ et e’ = cJ’ . 11 est clair que pour 
i E I - /’ on a e’(i) = 0 done e E @(q') = mi ; mais alors e(i) = 0. 
Pour chaque i E /’ on a e’(i) # 0, done e 6 v-l(mi’) = IQ . C’est-a-dire 
e(i) # 0. Ainsi on voit que I - J = I - J’ done J = J’ et alors e = e‘. 
(2) +- (3) Soit 
24” = {x E AIT(x) = x}. 
11 est clair que A” est un sous-anneau a.p. de A et par hypothese on a 
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B(A) = B(,4”), ainsi que A” est un K-anneau. Alors P L iz” done pour 
chaque s E: P on a ~(2) = X. 
(3) mk (2) fividemment, vu que B(A) C P. 
(2) =, (1) Soient i E I et lltj = @(Ini’). Si i + j il y  a D-E B(I) 
tel quc i E L’ et j$ U. Soit e .:= cLr E B(A) = B(A’); alors e E ntj , done 
e :: g)(e) E ini’. Mais alors e(i) = 0 done i $ U, qui est une contradiction. 
Done, nkessairement i ==j. 
Si d ct A’ sont deux K-anneaux, on dit que un morphismc (isomorphisme) 
d’anneaus cp: A - A’ est un morph&me (isomorphisme) de K-anneaus, si p 
vkrifie une des assertions Cquivalentes de la Proposition 5.1. 
COROLLAIRE 5.2. Soit K :: (I, (kiji) un systt+me de covps. Supposons que 
pow chaque i, i’ E I, i + i’, les corps ki et k,, ne sont pas isomorphes. Soient 
d et -4’ deu.v k7-anneaux complets. Alors tout isomorphisme d’anneauw v: 
-4 ---F ,-1’ est un isomorphisme de K-anneaux. 
Pour la preuve on voit facilement que la condition (1) de la Proposition 5.1 
est v&ifike. 
EXAMPLE 5.3. Soit I l’espace de Boole dkfini dans 1’Exemple 3.7. On 
d&nit le s&me de corps K = (1, {ki’,() d e a a on suivante: k, =:: Q(i) = 1 f  F 
Q[X]/(S2 -- 1). Pour chaque nombre nature1 w, n + 0, notons par p, 
le &me nombre premier et par F, un corps avec p, Ckments. On dkfinit 
le corps k,n comme le corps F, si X2 -f-- 1 n’est pas irrkductible sur F, , 
et k, = F11[X]/(X2 + 1) autrement. 
Pour chaque n E I, notons par a, , b, les racines du polyn8me X2 + 1 
dans le corps k, On voit que pour tout n + I on a: aTL # b, . Soient a = 
(a,,& , b = (b,), les ClCments respectifs de nIi ki et A ~= A(K) le plus 
petit K-anneau (voir Corollaire 3.6(b)). D ‘a p rks le Corollaire 4.11 on voit 
que A[a] et A[b] sont des extensions de il et ces deux anneaux sont des 
K-anneaux complets. Montrons que les anneaux A[a] et A[b] ne sont pas 
isomorphes. 
En effet, si 9, est un isomorphisme entre ces deux anneaux, alors conformk- 
ment au Corollaire 5.2, v  sera un isomorphisme de K-anneaux, done g, 
rend commutatif le diagramme suivant: 
WI 
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oh u et lip sont des inclusions canoniques. Si nous notons par a (respectivement 
par 6) l’ideal localement maximal de P[X], associe avec a (respectivement 
avec 6) conformement au Corollaire 4.11 alors on a a = 6. Mais alors, 
a, = b, pour chaque n EN done, a, = b, pour chaque n EN qui est une 
contradiction. 
Dans ce qui suit nous donnerons quelques conditions suffisantes ainsi 
que deux K-anneaux complets soient isomorphes. Nous allons commencer 
par signaler le resultat suivant, qui sera utilise plus loin. 
LEMME 5.4. Soient K = (I,{k,},) un systbme de corps et A, A’, B trois 
K-anneaux, tels que A _C B et A’ C B. Notons respectivement par Ai et par 
‘4,’ les corps residue& de A et A’. Alors: 
(1) Si A,_CA,‘pour chaque iEI, alors ACA’. 
(2) Si Ai = Ai’ pour chaque i E I, alors A = A’. 
Preuve. 11 est suffisant de prouver (1). Soit x = (xJi un Clement de 9. 
Pour tout i EI il y  a un Clement x’ = (x~‘)~ de A’ tel que xi = xi’. Parce 
que x, x’ E B, on voit qu’il existe un Clement U de B(I) tel que i E cl, et 
xj =: x~’ pour tout ig U. Done E”X = E+’ E A’. D’apres le Lemme 4.6 
on voit qu’il existe une partition U, ,..., U, de 1, telle que U, E B(I) et 
ct,,x E A’ pour tout 1 < r < n. Finalement on voit que x = CF=, E~:,x E A’. 
COROLLAIRE 5.5. Soient K = (I, {ki}J un systkme de corps et A, A’ 
deux K-anneaux. On suppose que B(I) est une algkbre de Boole atomique et 
complete. Notons respectivement par Ai et Ai’ les corps rbiduels de A et de A’. 
Alors: 
(1) Si A, C Ai’ pour chaque i E I, alors il existe un morphisme injectif 
de K-anneaux A + A’. 
(2) Si Ai = Ai’ pour chaque i E I, alors il existe un isomorphisme de 
K-anneaux ,4 + A’. 
Preuve. Soient 1, I’ensemble des points isok de I et B = IJEt, Ai’. 
On a le diagramme commutatif suivant defini de facon canonique: 
oh p est la projection canonique et v, 9’ sont les restrictions de p a A et A’ 
respectivement. En utilisant le Theo&me 3.9 on voit que v  et 9’ sont injectifs 
et q(A) _C B, et $(A’) C B sont des extensions d’anneaux a.p. Si A et A’ 
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verifient la Condition (1) ci-dessus, alors Cvidemment v(A) et ~‘(~4’) verifient 
la condition (1) du Lemme 5.4, done v(A) C y’(A’). Mais alors, pour tout 
.Y E A il existe un Clement $J(x) E ,4’ tel que v(x) = v/(+(x)). De telle facon 
on d&nit une application 41,: A -F A’ qui est un morphisme injectif d’anneaux. 
De plus, pour tout e E B(A) on a: P(E) =- p’(e), done y%(e) = e, done # est 
un morphisme de K-anneaux. 
La preuve de (2) est obtenue de facon analogue. 
THBOR~ME 5.6. Soit K = (I, {k$}+) un systeme de corps tel qu’il existe un 
K-anneau. Pour chaque i E I, notons Pi le souscorps premier de k; . 
(a) Si aq(K) est le plus petit K-anneau (voir le Corollaire 2.6(b)) et 
A est un K-anneau, alors: 
L4(K) =: (x E A : xi E Pi pour chaque i E I). 
(b) II esiste un unique K-anneau A tel que A, 
Preuz,e. (a) Soit: 
Pi pour chaque i E I. 
iz’ : (zc G A, 1 .yi E Pi pour chaque i E I). 
I1 est clair que A’ est un sous-anneau a.p. de A et B(A’) -7 B(A), done 
A’ est un K-anneau. Vu que A,’ C Pi pour chaque i E I, et comme A(K) C A, 
on voit d’apres le Lemme 5.4 que A’ == A(K). 
(b) D’apres (a) et le Corollaire 3.6(b) on voit que A(K) est l’unique 
K-anneau .4 ainsi que A, = Pi pour tout i E I. 
THBOR~ME 5.7. Soient I un espace de Boole, k un corps et K = (I, (ki}j) 
le systeme de corps tel que kj ==: k pour tout i E I. Nous supposons que k est une 
extension algebrique de son corps premier et de plus, si x E k, alors k ne contient 
pas d’autre element conjugue’ avec x. Alors, deux K-anneaux complets sont 
canoniquement identiques. 
Preuve. Notons par C le K-anneau complet defini dans 1’Exemple 3.3. 
Un Clement a = (a& de ni ki appartient B C si, et seulement si pour chaque 
i E I il existe un Clement U, de B(I), tel que i E Ui et ai = aj pour tout 
j E Ui , c’est-B-dire si, et seulement si a est un element “localement constant.” 
FJous voulons montrer que chaque K-anneau complet A est identique B C. 
Pour cela, soit P = A(K) le plus petit K-anneau (voir le Corollaire 3.6(b)). 
Puisque P est contenu dans C on voit que chaque Clement de P est localement 
constant. D’apres l’hypothese et le Theo&me 4.3, on voit que chaque 
K-anneau complet A est une extension algebrique de P. 
Soient a = (a& un element de A et q: P[X] - A le morphisme d’anneaux 
defini par y(X) = a. Suivant la Proposition 4.10, l’ideal a = ker g, est 
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localement maximal. Fisons un element i de I et soit f(X) E p,, $- p,X + 
... + pnXPL un polynbme de a, tel quefJX), la restriction def(X) au point i, 
soit le polynbme minimal de a, . Vu que les elements p, = (p,“), , pr = 
( p,‘), ,...,p, = ( p,“), sont localement constants, on voit qu’il existe un 
voisinage c’ de i tel que pjr = pir pour tout j E U et r = O,..., n. Done, 
pour tout j E U, le polynbme fj(X) est identique a fi(X), c’est-a-dire, 
I’ClCment aj a le m@me polynbme minimal sur k, = k que ai . D’apriis 
l’hypothese, on voit que aj = ai pour toutj E U, done a E C. Conformement 
au Lemme 5.4, on voit que A = C. 
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